Introducere

n primul curs vom ne vom familiariza cu principiile, notatiile folosite de-a lungul intregului curs.
Vom incepe printr-o plasare a conceptului de algoritm in raport cu problemele de calcul utilizand un
exemplu clasic. Vom prezenta conceptul de pseudocod si de asemenea vom exemplifica. Vom analiza

timpul de executie al unui anume algoritm prezentand notatiile generale ce vor fi utilizate Tn continuare.

Algoritmi: prezentare generala

Un algoritm este o procedura bine definita ce are ca intrare un set de valori sau una singura, si
va produce o iesire sau o multime de iesiri. in aceasts forma de exprimare, un algoritm este o secvent3
de calcule ce transforma o valoare sau mai multe valori: intrarea, in alta valoare sau mai multe valori:
iesirea. Terminologia de algoritm este folosita in ingineria calculatoarelor, pentru a descrie o metoda de
rezolvarea unei probleme.

O perspectiva structurala asupra termenului de algoritm va indica faptul ca aceasta procedura
este formata dintr-o multime finitd de pasi unde fiecare pas este compus dintr-una sau mai multe
operatii. Pentru a putea fi implementate intr-un limbaj recunoscut de computer, aceste operatii trebuie
sa fie definite — adica trebuie sa fie foarte clar ce anume trebuie executat . De asemenea, aceste operatii
trebuie sa fie efective, adica o persoana sa poata efectua aceste operatii, in scris, intr-un timp finit.

Programul este forma “fizica” a unui algoritm exprimat folosind un anumit limbaj de
programare. Atunci cand trebuie dezvoltat un program complex, enorm, foarte multe batdi de cap apar
inca de la intelegerea si definirea problemei. Mai apoi apar probleme privind mentenanta acelui
program, ceea ce duce la necesitatea divizarii in subprograme numite module. Altfel spus, programul
poate fi privit ca o imbinare a mai multor algoritmi avand ca scop rezolvarea multiplelor sarcini
prevazute de dezvoltatori.

Revenind la algoritmi, putem diviza studiul acestora in mai multe etape:

1. Conceperea algoritmilor. Crearea unui algoritm este un proces ce nu va putea fi niciodata
automatizat, fiind vorba de creativitatea umana ce produce noul conform urmatoarei
sinteze:

reguli (automatizabile) + creativitate(neautomatizabila) = solutie
Scopul acestui curs este de a prezenta tehnici fundamentale de elaborare a algoritmilor,

tehnici ce pot fi folosite pentru a dezvolta algoritmi eficienti.



2. Exprimarea algoritmilor. Formularea unui algoritm trebuie sa fie clara si precisa. Ca mod de
structurare se foloseste programarea orientare pe obiect.

3. Validarea algoritmilor. Un algoritm, dupa ce a fost elaborat, poate fi testat pentru a ne
asigura cd, indiferent de limbajul in care va fi implementat, acesta va functiona corect.

4. Analiza algoritmilor. Pentru aceeasi problema, putem gadsi mai multe rezolvari exprimate
prin diversi algoritmi. Pentru a putea decide care dintre acestia este cel mai bun, va trebui sa
definim ce inseamna bun, adica o serie de criterii de apreciere a algoritmilor.

5. Testarea programelor. Odata ce avem forma finala a programului, ce contine un anumit
algoritm, trecem la ultima faza si anume rularea programului. Tn timpul aceste rulri, sau
depanari putem evidentia si ulterior corecta eventualele erori. Presupunand ca aceasta
etapa este executata cu minutiozitate, nu putem afirma totusi, ca am eliminat 100% din
erori. O alta metoda de testare a programul este profiling, sau trasarea unu program, adica
executarea acestuia pe diferite multimi de intrare pentru a determina timpul de calcul,
memoria si alte resurse utilizate. Rezultatele pot fi ulterior comparate pentru a stabili
calitatea algoritmului dar si a modului de implementare.

Algoritmii prezentati vor fi descrisi sub forma de pseudocod, si pe alocuri sub forma de schema

logica. De asemenea, se vor intalni si implementari concrete in limbajul Java ale unor algoritmi.

Pseudocodul se diferentiaza de un program prin absenta unor instructiuni concise, ce respecta

sintaxa unui anumit limbaj de programare, fiind apropiat mai mult de limba vorbita. Acesta

permite abstractizarea datelor, prin ignorarea necesitatii tratarii erorilor.

Mai jos avem o simpla catalogare a algoritmilor dupa modul de implementare al acestora:

e recursiv-iterativ. Recursivitatea inseamna pe scurt apelarea aceleiasi functii chiar din
interiorul ei in mod repetat. Pe de cealalta parte, un algoritm iterativ, presupune
executia succesiva a instructiunilor.

e serial-paralel

e deterministic-aleatoriu. Un algoritm deterministic va furniza pentru aceleasi intrari un
set de iesiri care nu se va schimba la orice rulare. Pe de alta parte un algoritm aleatoriu,

va produce pentru aceleasi intrari, la rulari diferite, iesiri diferite.



Exemplu introductiv

incepem studiul algoritmilor cu urmatoarea problemé de sortare a unei secvente de numere.
Problema sortarii este foarte des intalnita in practica si de aceea se va insista asupra acestui aspect ceva
mai mult.

lata cum putem defini problema sortarii:

Intrare: O secventa de n numere (a4, asy, ..., ay)

lesire: O permutare (aj, (a3, ..., ay) a secventei de intrare astfel incat a; < a;, < -+ < a,.

Fie secventa (31,45,58,23,45,59), un algoritm de sortare va returna la iesire secventa
(23,31,45,45,58,59). Intrarea se numeste o instantd a problemei de sortare. n general o instant3 a unei
probleme reprezinta toate intrarile ce sunt necesare pentru a calcula o solutie a unei probleme. Se
spune ca daca un algoritm rezolva o problema data atunci el se considera corect. Pe de alta parte, un
algoritm incorect nu va rezolva toate instantele unei probleme, avand alte rezultate decat cele scontate.
Ca exemplu introductiv am ales sortarea prin insertie, deoarece este simplu de inteles si de aplicat. Vom
incepe cu formularea problemei, apoi descrierea algoritmului, si mai apoi testarea lui.

Se da un sir de numere, ce nu sunt neaparat ordonate in nici un fel. Se cere sortarea acestui sir.
Pseudocodul pentru acest algoritm este format dintr-o procedura denumita INSERTION-SORT ce ia un
parametru, si anume A[1..n] ce reprezinta un sir de n elemente ce trebuie sortate. Acest numar de
elemente poate fi reprezentat sub forma unui numar length[A]. La finalul executiei procedurii

INSERTION-SORT se considera ca sirul A, va fi sortat.

INSERTION — SORT (A)
forj < 2tolength[A]
do key < Alj]
> insert A[j] into the sorted sequence Ali..j — 1]

i—j—1

do Ali + 1] « A[i]

1

2

3

4

5. whilei > 0and Ali] > key
6

7 i—i—1

8

Ali + 1] « key



Acesta este pseudocodul ce descrie algoritmul de sortare prin insertie. Mai jos avem un exemplu pentru

a testa exprimarea algoritmului prin acest pseudocod.
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Figura 1 Operatiile de INSERTION-SORT pentru un sir A = (5,2,4,6,1,3)

Figura 1 prezinta modul cum lucreaza acest algoritm pentru sirul ales. Practic algoritmul va
parcurge intregul sir de la stanga la dreapta prin for j « 2 to length[A] unde j este numarul curent ce
va fi inserat n sirul nou format care este si sortat. Elementele A[2..j — 1] reprezintd elementele deja
sortate iar elementele A[j + 1..n] sunt elementele ce urmeaza a fi parcurse si evident introduse in sirul
final care va fi si sortat. Indexul j se deplaseaza de la stanga la dreapta prin intregul sir. La fiecare iteratie
din for, elementul A[j] este selectionat. Apoi, incepand cu pozitia j-1, elementele sunt mutate cu o
pozitie la dreapta, pana cand se gaseste o pozitie potrivita (liniile 4-7) pentru inserarea elementului A[j].

Apoi acesta este inserat (linia 8).

Conventiile pentru pseudocod

Pentru a folosi corect si constant, in cele ce urmeaza, limbajul pseudocod, trebuie sa tinem cont
de anumite reguli si anume:

1. Identarea indica o structura bloc (while, if etc). De exemplu, corpul instructiunii for ce
incepe pe linia 1 consta din liniile 2-8, sau corpul while-ului ce incepe pe linia 5 si contine
liniile 6-7 dar fara linia 8.
n loc de identare se pot folosi paranteze, acolade sau specificatori begin, end pentru a spori
claritatea codului.

2. Constructiile de tip while, for sau repeat si structurile conditionale if, au aceleasi

reprezentari ca in Pascal.



3. Simbolul = indica faptul ca ceea ce urmeaza dupa el este un comentariu

4. Atribuirea se face folosind operatorul ,<” . de exemplu jia valoarea luij se va scrie i « j.

5. Variabilele (de exemplu i sau j) sunt locale in procedura respectiva. Nu vom folosi variabile
globale in pseudocod.

6. Sirurile se vor reprezenta prin litere mari: A,B, accesarea unui element din sir se face
utilizand paranteze patrate ca de exemplu A[3]. Aici a fost accesat elementul cu indexul 3.
Notatia “..” este folosita pentru a indica un domeniu de valori din cadrul sirului. De exemplu
A[1..j] indica subsirul ce este format din elementele A[1], A[2], ..., A[j].

7. Atributele unor obiecte vor fi indicate prin cuvinte Tn engleza cu font italic. De exemplu daca
tratam un sir ca obiect, atunci atributul length va indica lungimea acestuia, adica numarul
total de elemente ale sirului. Daca dorim sa reprezentam un pointer, va trebui sa marcam
acest lucru prin operatia de atribuire. Daca avem doua obiecte x si y, iar operatia y « x
produce egalitatea f[x] = f[y] unde f este orice atribut al acestui obiect si apoi setam
f[x] « 3, iar aceste operatii vor face ca si f[y] = 3, atunci spunem ca x si y sunt pointeri ai
aceluiasi obiect. Un obiect null va fi marcat cu valoarea NIL.

8. Parametrii sunt transmisi prin valoare, adica procedura primeste copii ale parametrilor de la

apel.

Analiza algoritmilor

A analiza un algoritm poate insemna a prezice resursele necesare ca un algoritm sa ruleze.
Uneori ne intereseaza resurse ca memorie, latime de banda, etc. De cele mai multe ori, masura
eficientei unui algoritm este reprezentata prin timpul de calcul. Practic cel mai rapid algoritm este si cel
mai eficient in cele mai multe situatii.

Tnainte de a analiza un algoritm, trebuie s3 avem un model al tehnologiei pe care va fi
implementat. Vom presupune faptul ca va rula pe un sistem cu un procesor, iar instructiunile vor fi
executate una dupa alta, fara operatii concurente.

Analiza unui algoritm implica unele cunostinte de matematica, combinari si probabilitati. in cele
ce urmeazd, vom incerca aplicarea unui model matematic pentru a reprezenta eficienta algoritmului de

insertie de mai sus.



Analiza sortarii prin insertie

Timpul necesar sortarii unui sir folosind aceasta metoda, depinde de intrare: sortarea unui sir de
mii de elemente este evident, mai lentd, decat sortarea unui sir cu zece elemente. Pentru a putea
cuantifica acest timp, n raport cu intrarea, va trebui sa definim notiunea de timp de rulare si notiunea
de intrare mai amanuntit.

Notiunea de mdrime de intrare depinde de problema studiata. De exemplu inmultirea a doi
intregi, este Tn stransa relatie cu numarul de biti necesari reprezentarii acelor numere. Pe de alta parte
sortarea unui sir depinde de numarul de elemente ale acelui sir.

Notiunea de timp de rulare inseamna mai degraba numarul de operatii (pasi) care trebuie
executate pentru a rula algoritmul. Este mai bine sa folosim termenul de pas pentru a nu lega notiunea
de operatie de o arhitectura anume. Pentru a cuantifica cat mai corect timpul de rulare, vom introduce
si notiunea de constanta ce reprezinta timpul necesar executiei unei instructiuni.

De exemplu pentru a executa linia i, putem preciza constanta c; ca fiind timpul necesar executiei
acelei linii. Vom denumi aceastd constanta, costul unei operatii. in continuare vom analiza, pornind de la

algoritmul descris anterior timpul de executie al sortarii prin insertie:

INSERTION — SORT (A) cost  timpi

1. forj < 2tolength[A] o) n

2. dokey < Alj] Cy n—1

3. o insert A[j] into the sorted sequence Ali..j — 1] 0 n—1

4, i<j—1 Cy n—1

5. whilei > 0and Ali] > key Cs iat

6. do Ali + 1] « A[i] Ce it — 1)
7. i—i—1 fo it — 1)
8. A[i+1] « key Cg n—1

Timpul de rulare al algoritmului este suma timpilor necesari rularii fiecirei operatii. In cazul unei
operatii simple (ca 1. se va inmulti costul cu numarul de executii al acelei operatii). Numarul de executii
este ceva mai complicat in cazul operatiei 5. de exemplu, si anume while, deoarece nu putem spune cu
siguranta de cate ori se va executa fiecare while, aceasta depinzand de intrare si anume de sirul de

sortat. De aceea presupunem ca t; este numadrul de executii in while pentru un anumit .



Putem ncerca in continuare sa stabilim numarul total de executii, si ca atare timpul de rulare
total T(n).

T() = cn+c;(n—1) +ca(n—1) + cs Xjop tj + ce Xj=p(t; — 1) + ¢ }7‘:2(1,“]- -1+
cg(n—1).

n cel mai bun caz, si anume cand sirul de intrare este deja sortat instructiunea 5. este executat
doar pentru a efectua verificare, si nu se vor executa niciodatd instructiunile 6. si 7. Tn acest caz putem
calcula T(n) considerand Z?:z tj = Z}Lz 1=n-1.

Tn cazul acesta timpul total de rulare va fi:

Tn)=cn+c,(n—D+csn—1D)+csn—1)+cg(n—1) = (c; + c3+c, + ¢ + cg)n —
(€3 + ¢4 + c5 + cg).

Aceasta poate fi scrisa sub forma an 4+ b unde a si b sunt constante ce depind de c;. Aceasta
inseamnd cd T (n) este o functie liniara de n.

n cazul in care sirul este sortat descrescétor, calculand T (n) obtinem cel mai rdu timp cu
putintd. Tn cazul in care sirul este sortat, while-ul va fi parcurs de fiecare dat3, ceea ce inseamn3 ¢ tjva
fi egal cuj. In acest caz instructiunea while va fi executatd de j ori si timpul va fi:

it] i] n(n+1)

j=2 j=2

n n _1
d-1=)G-1 =—"("2 )
=2 =2

Tnlocuind Tn formula de calcul a lui T(n) obtinem

100 = =)= 0 s (52 1) 1 (252 4 (252

si

cg(n—1) = (62—5+C2—6+C2—7)n2 +(cl+cz +cy +C—5————+cg)n—(02 +cy+cs+cg).
Acest timp poate fi exprimat sub forma an? + bn + ¢, cu a, b si ¢ depinzand de c;. Aceasta

Tnseamna ca functia este una de gradul 2.

Cel mai rau caz si cazul mediu

n analiza de mai sus a algoritmului de sortare, am calculat timpii de rulare pentru cel mai bun

caz, in care sirul este deja sortat, si cel mai rdu caz, in care sirul este sortat descrescator. in continuarea



cursului, ne vom axa pe cautarea celui mai rau caz, adica cel cu timpul de rulare maxim. Exista trei
motivatii pentru aceasta decizie:
- Cazul cel mai rau posibil este limita superioara a algoritmului pentru orice intrare. Aceasta
este o garantie ca algoritmul nu va dura mai mult.
- Pentru unii algoritmi, cazul cel mai rdu cu putinta, are loc adesea. De exemplu cautarea intr-
o baza de date inseamna interogarea fiecarui element in cazul in care informatia cautata nu
se afld in baza de date.
- Cazul mediu, este deseori la fel de nepotrivit ca si cel mai rau caz. Presupunem ca vom cauta
n numere si vom aplica sortarea prin insertie. Pentru determina locul unde inseram

elementul A[j] in subsirul A[1..j — 1] va costa, in medie jumétate din subsir. In medie, va
trebui sa verificam jumatate din subsir deci t; = é Dacd vom calcula T(n) luand in

considerare aceasta presupunere, vom descoperi tot un timp patratic, ca si in cazul cel mai

rau cu putinta.
Ordinul de crestere

Am simplificat unele calcule pentru a usura cat mai mult analiza algoritmului de insertie. De
exemplu, am ignorat costul concret al fiecarei instructiuni folosind constante de tip c;. Apoi, in cel mai
rau caz, am ales cateva constante a, b si ¢ pentru a intdri faptul ca timpul este patratic. Pentru a
simplifica si mai mult lucrurile vom proceda la urmatoarea simplificare. Se numeste ordin de crestere,
acel timp de rulare care intereseaza cel mai mult. Vom considera din functia obtinuta, doar cel mai
reprezentativ termen si anume an? din moment ce restul termenilor vor fi mai mici decat acesta pentru
un n suficient de mare. Mai mult, vom ignora coeficientul, din moment ce acestia sunt mai putin
semnificativi in determinarea ordinului de crestere. De aceea, obtinem pentru acest algoritm, in cel mai
rau caz, timpul de rulare de ®(n?), notatie pe care o vom detalia in curand.

Vom considera cd un algoritm este mai eficient decat altul daca timpul de rulare in cel mai rau
caz, are un ordin de crestere, mai mic. Aceastd abordare poate esua in cazul in care n este mic, dar
pentru valori suficient de mari ale acestuia, un algoritm cu ordinul ©(n?) va fi mai bun decat unul cu
ordinul ©(n?).

Motivele pentru care este necesar sa efectuam o analiza matematica a algoritmilor sunt:

- compararea diferitilor algoritmi ce rezolva aceeasi sarcina

- predictia performantei in anumite contexte

- setarea valorii parametrilor algoritmului
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Luand in considerare o serie de factori precum limbajul in care este scris algoritmul, mediul in
care va rula programul ce implementeaza algoritmul, putem extinde analiza de baza care va fi
prezentata in acest curs ,pentru a prezice cu acuratete timpul necesar ruldrii unui program, pentru
diferite intrari. Totusi, in cadrul acestui curs vom ignora aceste aspecte, pentru a pastra simplitatea
calcului, si a usura intelegerea modelelor descrise. In cele ce urmeazd, vom studia fundamentele

matematice care ne vor fi de mare folos in analiza tuturor algoritmilor ce vor fi studiati.

Operatie elementara

O operatie elementara este o operatie al carei timp de executie poate fi marginit, superior de o
constanta ce depinde doar de particularitatea implementarii. Deoarece suntem interesati de timpul de
executie n limita unei constante multiplicative, vom considera numai numarul de operatii elementare
executate ntr-un algoritm nu si timpul exact al acelei operatii.

Pentru a motiva aceasta alegere vom considera urmatorul exemplu:testul lui Wilson de
primalitate:

function Wilson(n)

return true daca si numai daca n este prim
if n divide ((n-1)!+1) then return true
else return false

Daca vom considera calcului factorialului si testul de divizibilitate drept operatii elementare,
atunci eficienta este foarte mare. Daca luam in considerare faptul ca factorialul este un algoritm cu un
ordin in functie de n, si anume unul foarte mare, atunci eficienta testului este redusa.

De aceea este important sa definim ce inseamna o operatie elementara. Adunarea, teoretic nu
este o operatie elementara deoarece, depinde de lungimea operanzilor, si, ca in cazul de mai sus ar
putea prezenta deficiente. Totusi, adunarea poate fi considerata o operatie elementara pentru operanzi
de lungime rezonabili. Tn continuare, vom considera adunérile, sciderile, inmultirile, impértirile,

operatiile booleene si atribuirile drept operatii elementare.



Algoritmi fundamentali

n continuare, vom prezenta cativa algoritmi nu foarte complicati, pentru a crea o baza si o

introducere pentru acest curs si pentru a exersa conceptele de mai sus si nu numai.

Inmultirea a la russe

Este o operatie de matematica inventata in antichitate, si este o metoda ce nu implica folosirea
tabelului Tnmultirii, ci doar divizarea cu 2 si adaugarea. Marele avantaj al acestei metode este ca poate fi
implementatad usor in tehnica de calcul moderna, deoarece implica folosirea acestor operatii aritmetice

de bazi. In cele ce urmeaza vom prezenta algoritmul:

RUSSE (A, B)
arrays X,Y
X[1] « A;Y[1] « B
i1
& se construiesc cele doua coloane
while X[i] > 1do
X[i+ 1] « X[i] div 2
Y[i+ 1] « Y[i] + Y][i]
i—i+1

W ® N o U B~ W N R

prod < 0

=
o

. & se calculeaza produsul final

[EY
[y

. whilei > 0do

=
g

if X[i] este impar then prod « prod + Y[i]

[E
w

i—i—1

[N
o

. return prod

Pentru a exemplifica acest algoritm alegem doud numere 45 deinmultitul si 19 inmultitorul si
vom aplica in continuare conform regulii: se imparte deinmultitul cu 2 si se inmulteste cu 2 inmultitorul.
Se aplica regula pana cand deinmultitul este 1. Pentru a calcula produsul final vom aduna toate
numerele din coloana inmultitorului care corespund, pe linie, numerelor impare de pe coloana

deinmultitului.
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lata un exemplu pentru a demonstra acest principiu, inmultim numerele 52 si 15:
52 15 -
26 30 -
13 60 60

6 120 -

3 240 240
1 480 480
Rezultat 780

Implementarea acestui algoritm in limbaj Java, este datd mai jos:

public class ALaRusse
{
public static int russe(int a, int b)
{
int[] X, Y:
X = new 1int[10007];
Y = new int[10007];
X[1l] = a;
Y[1] = b;
int 1 = 1;
while (X[i] > 1)
{
X[1 4+ 1] = X[1i]
Y1 4+ 1] = Y[i]
i=1+4+ 1;

/ 2 4
+ Y[i];

}
int prod = 0;
while (i > 0) {
if ((X[i] % 2) !'= 0)
{
prod = prod + Y[i];

}
i=1-1;
}

return prod;

}

public static void main(String[] args)

{
System.out.println (russe (52, 15));

}

Motivul pentru care am prezentat implementarea concreta, este de a corela forma

pseudocodului cu implementarea intr-un limbaj concret, Java, si pentru a avea pentru laboratoare, un
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model de urmat. Observati ca marimea sirurilor X, si Y este arbitrar aleasa si anume 1000. Aceste valori
pot fi setate individual dupa necesitate, este recomandat sa folosim valori dinamice ( de exemplu
introduse de cel ce ruleaza programul, sau citite dintr-un fisier) si nu valori “hardcoded”, ca in cazul de

mai sus ( numerele 1000, 52, 15 de exemplu).

Sortarea prin selectie

Algoritmul are ca intrare un sir de date, nu neaparat sortat, si se cere sortarea crescator a
acestuia. Spre deosebire de sortarea prin insertie, sortarea prin selectie, lucreaza altfel, plasand la

fiecare pas un element pe pozitia lui finala. Mai jos avem algoritmul Tn pseudocod

SELECTION — SORT(A[1..n])
1. fori<1lton—1do
2. minj « i; minx < A[i]
> caut pozitia finala a lui A[i] in sir
forj<i+1ltondo
if A[j] < minx then
minj < j
minx « A[j]
& si schimb elementul actual cu cel mai mic gasit

A[minj] < A[i]

W 0 N oo U B~ W

10. Ali] « minx

Algoritmul functioneaza astfel: pornind de la primul element in sir 1. ne folosim de variabilele
minj si minx pentru a retine pozitia celui mai mic element respectiv valoarea acestuia. Apoi vom
parcurge restul sirului 4. cautand cel mai mic element din subsirul care este format din elementele ce
urmeaza elementului actual. Gasim cea mai mica valoare, retinem pozitia, si facem interschimbarea cu
elementul actual (daca este cazul). Continuam pana cand am parcurs sirul pana la penultimul element,
clipa in care sirul va fi deja sortat.

Pentru exemplificare vom utiliza ca intrare acelasi sir ca cel de la sortarea prin insertie si anume:

524613.
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Timpul de executie al acestui algoritm este unul patratic, independent de ordonarea initiala a a

elementelor. Testul if A[j] < minx este executat de fiecare datd, indiferent de sirul de intrare.

Calculul sirului lui Fibonacci

Sirul lui Fibonacci este definit prin urmatoarea recurenta:

{ fO =0; f1 =1
fn = fn—l +fn—2 pentrun = 2

Acest sir a fost descoperit de Leonardo Pisano, cunoscut sub numele Leonardo Fibonacci. Cel de-

al n-lea termen din sir se poate scrie folosind definitia si anume:

FIBONACCI1(n)
1. ifn<2thenreturnn
2. else return FIBONACCI1(n — 1) + FIBONACCI1(n — 2)

Metoda este extrem de ineficienta, deoarece recalculeaza de mai multe ori aceleasi valori,
timpul fiind unul exponential. Acest algoritm introduce notiunea de recursivitate, asupra careia
vom insista ulterior in curs.

O altd metoda mai eficienta de a rezolva aceastd problema, si anume intr-un timp liniar, este

prezentata mai jos:
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FIBONACCI2(n)
1. i<1j<0

2. fork<1ltondo
3 jei+j

4. ilej—i

5. returnj

Algoritmul lui Euclid pentru calculul celui mai mare divizor comun

Algoritmul lui Euclid este o metoda eficienta pentru calculul cmmdc-ului a doua numere. Se
bazeaza pe principiul calculului acestui numar, si anume ca divizorul a doua numere nu se schimba daca
extragem numarul cel mai mic din cel mai mare. De exemplu cmmdc-ul lui 102 si 18 este 6. Daca
extragem 18 din 102 obtinem 84, iar cnmdc-ul lui 18 si 84 este tot 6. Algoritmul lui Euclid se bazeaza pe
aceasta proprietate si spune cd cmmdc-ul a doud numere se poate afla astfel: se afla restul impartirii
celui mai mare numar la cel mai mic si se retine acest rest, catul si vechiul deimpartit devin noile numere
carora le aplicam aceeasi operatie, pana cand restul devine zero. Penultimul rest este cmmdc-ul
numerelor initiale. Mai jos este pseudocodul acestui algoritm.

EUCLID (m,n)
1. whilen # 0do

2. temp «n

3 n « restul impartirii lui mlan
4. m < temp

5. returnm

Pentru exemplul ales si anume 102 si 18 algoritmul va functiona astfel:
temp < 18
ne« 12
m < 18
temp <« 12
neo6
m« 12
temp < 6
n<0

me<a=6
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Exista si alte variante ale acestui algoritm pe care le veti aprofunda in cadrul laboratoarelor.

Triunghiul lui Pascal

Inventat de matematicianul Blaise Pascal, triunghiul reprezinta un aranjament geometric al
coeficientilor binomiali. Regula formarii acestui triunghi este urmatoarea: pornind de la numarul 1 vom
dispune pe linii succesive numere formate din suma numerelor alaturate de pe linia anterioara. Astfel
daca pentru primul rand avem 1, pentru al doilea rand obtinem 0+1=1.

Mai jos avem primele cinci randuri din acest triunghi si sumele efectuate.

“\ ~
”"*-~.,/’ ™~

Coeficientii binomiali sunt dati de exprimarea sumei:
n -
(x+y)" = oo (i) xn oy
n acest caz, are loc
ny (m-—1 n—1
() =Gz + (")
pentru orice n si k intregi, iar k € (0, n]

n!

o o n
Amintim ca formula de calcul a combinarilor este ( ) =—
k k!(n—k)!

Piramida lui Pascal este generalizarea pe trei dimensiuni a triunghiului lui Pascal. Ea este
construita strat cu strat, fiecare muchie fiind un rand corespunzator din triunghiul lui Pascal iar interiorul

fiind suma invelisurilor de deasupra. latd mai jos patru sectiuni transversale prin piramida.
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Pornind de la acest triunghi exista o serii de aplicatii, cum ar fi serii matematice, trigonometrie etc.
Asemanator cu acest triunghi este algoritmul de transformare de distantd, cu aplicatii Tn procesarea

imaginilor.
Inmultirea matricelor

Pe parcursul acestui curs, vor fi folosite des operatiile cu matrice, ca atare, pentru introducere

vom prezenta una din operatiile frecvent utilizate si anume inmultirea lor.

Conditia de baza pentru a putea efectua acest produs este ca Idtimea primei matrice sa fie egala
cu indltimea celei de-a doua. Multiplicdnd o matrice m X n cu una n X p unde m, n, p nu sunt neaparat

egale, rezulta o matrice m X p.

lata un exemplu de efectuare a acestui produs:

ai;  Qgp €11 C12 (€13 Cia (35

a1 Qp; bin bz bz bis bis =|C1 €22 (23 Ca4 C325
b b b b b

as; dasz 21 22 23 24 25 C31 C32 (33 C34 C35

Elementul c,, se calculeaza dupa cum urmeaza:
C24 = (A21,A22) * (b14,b24) = A1 X b1 + Az X by
Parcurgerea unei matrice se realizeaza conform pseudocodului:

TRAVERSEZ(A)
1. fori=1tomdo
2. forj=1tondo

3. > acesez valoarea elementul A[i,j]

Fiecare element al produsului final va fi format pe baza relatiei:

n
(4B);; = ZAi,kBk,j
k=1

Pentru a realiza acest produs va trebui sa parcurgem atat matricea A cat si B in acelasi timp, si

pe de alta parte sa calculam suma formata din n elemente.
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Mai concret, produsul a doua matrice de dimensiunim X nsin X p se va calcula n acest fel:
PRODUS(A,B)
1. fori=1tomdo
2 forj=1topdo
3 fork=1tondo
4, Cij=Cij+AirBy;
5. returncC
Prin aceasta abordare, am respectat formula de calcul a produsului. Eficienta este punctul slab al
acestei abordari, deoarece ordinul de timp al acestui algoritm este n3. Vom vedea, mai tarziu c&

exista un algoritm inventat de Volker Strassen ce reduce complexitatea.

Turnurile din Hanoi

Acesta este mai mult un joc matematic si consta din trei tije si un numar de N discuri de marimi

diferite care se pot plasa pe orice tija ca in imaginea de mai jos.

Jocul porneste din starea din figura, adica toate discurile pe pozitia din stanga, respectiv sursa.
Scopul este de a muta toate discurile pe tija din dreapta, numita si destinatie, utilizand tija din
mijloc pentru mutari temporare. De aceea tija din mijloc se mai numeste si auxiliar.
Regulile sunt urmatoarele:
e Doar un singur disc poate fi mutat la un pas.
e Mutarea consta in a lua discul din varful stivei de pe o tija si plasarea lui pe alta tija.

e Nici un disc nu poate fi plasat deasupra unuia mai mic decat el.
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Exista mai multe moduri de a rezolva acest algoritm si vom aborda problema din punct
de vedere recursiv si iterativ, deocamdata.

In figura de mai jos este data solutia vizuala pentru N=3

I|

Solutia recursiva presupune separarea problemei intr-o colectie de probleme mai mici si mai

departe a acestora in alte probleme mai mici pana cand a fost gasita solutia. latd cum se poate rezolva

problema din acest punct de vedere:

se eticheteaza tijele cu A,B si C. Aceasta notare este una initiala deoarece notarile se vor
schimba, spre exemplu daca A era eticheta pentru prima tija, mai tarziu va desemna alta tija.
fie n numarul de discuri

numerotam discurile de la 1 — cel mai mic, la n — cel mai mare

Pasii algoritmului recursiv, pentru a muta toate n discurile de pe A pe C sunt:

muta n-1 discuri de pe A pe N. Al n-lea disc raméane pe A.

muta al n-lea disc de pe A pe C

muta n-1 de pe tija B pe C astfel incat toate vor di deasupra discului n.

Algoritmul recursiv este:

HANOI(n,A,C,B)

1. ifn=0then

2 HANOI(n—-1,4A,B,(C)

3. afisez K Mutadisculdepe »> A Kpe>C

4 HANOI(n—-1,B,C,A)
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Solutia iterativa presupune crearea unei liste de mutari care vor fi efectuate dupa cum urmeaza.
Contorizam mutarile pornind de la 1, numarul discului mutat este m. Mutarile cu numere impare implica
discul cel mai mic. Se poate observa ca discul cel mai mic parcurge A, C,B, A,C,B, etc pentru un numar de
discuri impar, si A,B,C,A,B,C, etc pentru un numar par de discuri. Urmatorul algoritm este mai simplu din

acest punct de vedere ca si cel recursiv:

- Muta cel mai mic disc pe tija care nu a fost mai fost vizitata de cel mai mult timp.

- Muta alt disc astfel ca mutarea sa fie una legala (doar o singura mutare va fi disponibila)

Se pot observa urmatoarele aspecte:
1. Discurile a caror numere sunt pare se deplaseaza in acelasi sens cu discul cel mai mic.
2. Discurile a caror numere sunt impare se deplaseaza in sens invers.
Aplicatii ale acestui tip de probleme sunt nenumarate, iar intelegerea acestui fenomen va

ajuta in diferite operatii cu numere n baza doi, si nu numai.
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